METODI MATEMATICI PER LA FISICA

TERZO APPELLO ESTIVO - 28 LUGLIO 2026

Sirisolvano cortesemente i seguenti problemi, sapendo che il punteggio assegnato a ciascuna procedura di risoluzione
puo variare tra lo zero e il massimo indicato ed é stabilito valutando:

1. la correttezza del risultato ottenuto e della procedura utilizzata;
2. la completezza dei passaggi riportati;

3. il livello di esemplificazione con cui sono espressi i risultati (ad esempio un risultato numerico reale non deve
contenere l'unita immaginaria);

4. la correttezza del formalismo utilizzato;
5. la chiarezza dell’esposizione e la leggibilita del testo;
6. la bellezza e 'armonia del tutto.

PRIMO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Si calcoli I'integrale

%: dz

le—1il=1 esenh(z) 41"

Curiosita. In ogni ambito dell’attivita umana ci sono delle realizzazioni che, seppur concepite con il fine proprio
dell’ambito di appartenenza, hanno caratteristiche tali da renderle punti di svolta per I'evoluzione e lo sviluppo
dei concetti, delle tecniche e delle tecnologie basilari per quel ambito culturale. L'architettura rappresenta tutte le
attivita, da quelle concettuali a quelle pratiche, che hanno lo scopo di costruire strutture, ricavare ambienti, adattare
luoghi di varia natura alle esigenze umane di fruizione spaziale, di godimento intellettuale e culturale. U’architettura
e arte, cultura e storia, infatti, gli eventi storici piu significativi sono spesso testimoniati da edifici o monumenti.
L'architettura contemporanea, grazie alla disponibilita di nuove tecnologie che hanno innovato, tanto i materiali
quanto le tecniche costruttive, ha visto la realizzazione di progetti, spesso concepiti da architetti visionari, che hanno
segnato I'urbanistica moderna rivoluzionandone i canoni per proiettarla nell’avvenire.

La testata giornalistica virtuale e indipendente “thebrief” (https://www.thebrief.city) ha selezionato dieci esempi
di architetture contemporanee che rientrano nel novero dei progetti innovativi. La lista e le immagini delle opere
sono riportate qui sotto.

6. Mirador

1. La casa sulla cascata di Frank Lloyd Wright, Mill Run,
Stati Uniti.

2. La sede della California Academy of Science di Renzo
Piano, San Francisco, Stati Uniti.

3. Ledificio del Heydar Center dello studio Zaha Hadid
Architects, Baku, Azerbaijan. 8. Opera House

4. La sede del Garage Museum of Contemporary Art di
Remment Lucas Koolhaas, Mosca, Russia.

5. La sede del Tate Modern dello studio Herzog & De
Meuron, Londra, Regno Unito,.

5. Heydar Center

6. I grattacielo Mirador del gruppo di progettazione 5. Tate Modern
MVRDV e Blanca Lle6 Fernandez, Madrid, Spagna.

7. 1l grattacielo Seagram di Ludwig Mies van der Rohe e
Philip Johnson, New York, Stati Uniti.

8. L'Opera House di Jern Oberg Utzon, Sydney, Australia. —— 2. California Academy of Science
9. 1l Centre Pompidou di Renzo Piano, Parigi, Francia.

10. La struttura del Guggenheim Museum di Frank Owen
Gehry, Bilbao, Spagna.

11 simbolo % , che indica l'integrale del primo problema, rappresenta la Casa sulla cascata di Frank Lloyd Wright.
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SOLUZIONE DEL PRIMO PROBLEMA

La funzione integranda & meromorfa, ha poli in corrispondenza degli zeri della funzione a denominatore e*""*) 41,
che si hanno per valori di z, tali che e%e"h(*) = _1. Considerando le determinazioni di —1, si hanno

e%enh) = p(kHin - genh(z) = (2k + 1)im, VkeZ.

Usiamo la formula di Eulero per la funzione seno iperbolico, cosi da ottenere un’equazione per i valori dei poli 2y, si
ha

e —2im(2k +1)e* —1=0, Vkez,
quindi, tenendo conto della negativita del discriminante,
e% = im(2k+ 1)+ /—m2(2k + 1)2 + 1 =i (Tr(2k +1)+ ¢/ m2(2k+1)2— 1) , VkeZ.

Gli esponenziali dei poli sono degli immaginari puri, estraendo il logaritmo naturale,

zkiz%+ln(n(2k+1)i\/Tcz(2k+1)2—1), VkeZ.

Le soluzioni dell’insieme {zk_}k <, Possono essere riscritte razionalizzando I'argomento della funzione logaritmo
naturale, come

i : 2 2 .2 2
z,;:f+1n(n-(zk+1)—,/n2(2k+1)2—1):ﬂ+1n(“ (2k+1)"—n7(2k +1) +1)
2 2 n(2k+ 1)+ /m2(2k +1)2 —1

=i_ﬂ+1n( 1 ):i—n—ln(n(2k+1)+\/m), Vkez,
n(2k+1)+v/m2Q2k+12-1) 2

da cui

zk*:%iln(n(zk+1)+\/m), VkeZ.

Studiamo le distanze di questi poli dal centro della circonferenza di raggio unitario che rappresenta il percorso
d’integrazione, cioé C = {z z=1+i+¢%0¢ [0,27[]}. Consideriamo i valori non negativi di k € Z, cioé: k €
N U {0}, in questi casi 'argomento della funzione logaritmo naturale € strettamente positivo, quindi il valore del
logaritmo é reale e si ha

s —1-if’ = ‘%iln(n(2k+1)+\/712(2k+1)2—1)—1—i i
= (g —1)2+(—1 +1In(m(2k +1) + /72(2k + 1)2—1))2

~——
~0,326 ~0,659,_, 3,739, 5,984, ...
~7,905;_, 15,474;_,,19,770; _, ...
0,984, _,, 4,065,_,, 6,310, _, ...

8,230 _,, 15,800;_,, 20,095/_, ...

dove i valori di k e del segno sono indicati rispettivamente a pedice e ad apice del numero approssimato ottenuto. Si
evince che nel caso considerato, k € NU {0}, solo il polo z ¢ avvolto dalla circonferenza C. Per valori negativi di k,
ciog, Y k, tale che: —k € N, si ha che 'argomento della funzione logaritmo naturale é strettamente negativo, quindi

2 2
zki—l—i|2=(n(%:l:1)—1) +(—1:|:1n|77:(2k+1)+\/n2(2k+1)2—1|)

7,268 ,,10,348,_ ,, 12,593,_ , ...

21,687;__,,29,256/_ ,,33,551"_, ...
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nessuno dei poli con indice k strettamente negativo € avvolto dalla circonferenza C.
Pili in dettaglio, i poli con indice k maggiore o uguale a zero hanno parte immaginaria costante e parte reale che
cresce logaritmicamente, i primi sono

Re(zZ)=+In(n+vn2—1)~+1,812

+
Im(z5,) = g ~1,571, Re(sr)=+In(3n + vOmZ—T) ~ +2,934
Re(z;) =+In(57+ V2512 — 1) ~ +3,446

AIm(z)

- - — + ot
coi 20 Do %00 o R0,
—4 -3 -2 -1 3 4 Re(z)
-1+
coee e . . e e
AT AT 25 _2 2210 2502 30

Per i poli con indici negativi si ha

14 Re(z*)=+In(n—+vn2—1)~¥1,812
Im(z;_,) = n—-~4712",-1,5717,  Re (2%,) =+In(3n— v9n2—1) ~ ¥2,934
Re(z%,) =+In(5n— v2512—1) ~ 3,446

Infine, ¢ da considerare la periodicita della funzione seno iperbolico. Poiché, senh(z) = senh(z + 2imm), per ogni
m € Z, l'insieme dei poli &

{Zl?,m’ sz }k,meZ ’
dove
B = Z¢ +2imm,
quindi
Re(zki’m)zRe(z;C)’ Im(zim)=1m(zki)+2mn, Vk,meZ.
In figura, i dischi neri indicano i poli, la circonferenza C & rappresentata in blu scuro. E immediato osservare the

T
‘Im(zki,m)|25, Vk,meZ,
che, unitamente all'indipendenza delle parti reali dall'indice m, non modifica la conclusione per cui 'unico polo
avvolto dalla circonferenza C &

TT
zfy=In(n+ n2—1)+i521,812+1,571i,

che infatti si trova nel primo quadrante.
L'integrale richiesto si calcola usando il teorema dei residui

+
- . 1 R Z2—32 2iT
e SR I S P -
esen@ 1170 =2y @O T cosh (57, ) e hein)
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il valore dell’esponenziale del seno iperbolico & eseh(z0) = —1, mentre quello del coseno iperbolico, ricordando che:

zgo=ln(n+«/7t2—1)+in/2,é

e%o 450 elm/2 1 n?+nVn2—1—
cosh(zgo)= = (n+ n2—1— )=i
2 2 n+Vn2—1 n+Vn2—1
da cui il risultato finale
-% o n+vVn2—1
m2+nvni—1—1

SECONDO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)
Si calcoli l'integrale in valore principale

m/2

=iy = Pr 4q

/2 ©0s(q) +tan(q) '

Curiosita. Il simbolo &==fits, che indica l'integrale, rappresenta I'edificio del Guggenheim Museum.

SOLUZIONE DEL SECONDO PROBLEMA
Riscriviamo l'integranda esprimendo la funzione tangente in termini delle funzioni seno e coseno,

n/2

m/2
% =Pr —cos(q) dg = Prf cos(q) dq,

/2 cos2(q) +sen(q) e 1 sen2(q) + sen(q)

facciamo la sostituzione w = sen(q), da cui si ha il differenziale: dw = cos(q)dq e l'intervallo di integrazione [—1, 1],
quindi

W2—W 1’

ot

I due poli semplici della funzione integranda, nella variabile w, sono

Wia2 =

2

Il valore principale va calcolato solo rispetto al primo polo che vale w; ~ —0, 618 e appartiene all'intervallo d’integra-
zione, mentre il secondo: w, ~ 1,618, non vi appartiene. Scomponiamo la funzione integranda a la Mittag-Leffler

come
1 1 1 1
1 d d 1 d d
=iy = — Pr| ———— )= —(pr| - =,
Wl_WZ -1 W_Wl -1 W_Wz 1/§ -1 W_Wl _1W_W2
con il valore principale solo nel primo integrale. Possiamo integrare direttamente,
1 1 wi—€ 1 1
1 d d 1 ! d d d
=i, = — | Pr LA i =—| lim LA LA s
5 w—w; L wW—w, V5|0t ), w—wy wire W W1 L w—w,
1 1
= —[hm (ln(w wl) )— In(w —w,) ]
—0* wi+e -1

ooz )-ern(z2)] )

= 5 (0o (=0 50 )= G (e e (20 550)

In(—1) 4 In (1+«/—3+«/—)) 1, (41/§+8)

+ In(w —w,)

1-v/53-+5 /5 \4/5-8
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da cui, razionalizzando 'argomento della funzione logaritmo naturale, si ha il risultato finale

2
=ity = —1n(2+5).

TERZO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Si dimostri che la funzione

ﬁ(z) = cos(z) + 322,

ha due zeri nel disco unitario D; = {z : |z| < 1}.

Curiosita. Il simbolo ET\;J, che indica la funzione, rappresenta il grattacielo Mirador.

SOLUZIONE DEL TERZO PROBLEMA

La funzione ﬁ(z) ¢ intera e non ha zeri reali. Questo conclusione puo essere tratta rappresentando graficamente la
funzione coseno g(x) = cos(x) e il polinomio di secondo grado —f (x) = —3x2, la cui differenza da la funzione del
problema, e verificando che le due funzioni non si intersecano.

Usiamo il teorema di Rouché, considerando le due funzioni g(z) = cos(z) e f(2) = 322, e il dominio semplicemente
connesso D;, cioé il disco unitario. Dobbiamo dimostrare che

If ()] > |g(=)l, VzedD, ={z:|z| =1},

ovvero che il modulo del polinomio é strettamente maggiore di quello della funzione coseno sulla frontiera del disco
unitario, cioé sulla circonferenza unitaria. Il primo modulo € costante e uguale a 3, infatti, Vz € dD,,

If (2) = |32% = 3|z|* = 3.

Per il modulo della funzione coseno, consideriamo la parametrizzazione della circonferenza unitaria z = e'‘, con
t €[0,27], siha

cos(z) = cos (e“) = cos(cos(t) +isen(t)) = cos(cos(t)) cos(isen(t)) — sen(cos(t)) sen(i sen(t))
= cos(cos(t)) cosh(sen(t)) —isen(cos(t)) senh(sen(t)).

Poiché le funzioni seno e cose cos(t) e sen(t) assumono valori reali per t € [0,27], Il modulo quadro e

|cos(z)|* = cos®(cos(t)) cosh?(sen(t)) + sen®(cos(t)) senh?(sen(t))
= cos?(cos(t)) cosh?(sen(t)) + (1 — cosz(cos(t))) senh?(sen(t))
= cos?(cos(t)) (coshz(sen(t)) — senhz(sen(t))) + senh?(sen(t))
= cos?(cos(t)) + senh?(sen(t)).

11 modulo quadro della funzione coseno sulla circonferenza unitaria € una funzione continua della variabile reale t
ed & periodica con periodo 27t. Ne studiamo il comportamento, cercando massimi e minimi locali. La deriva prima &

% |cos(z)|* = 2sen(cos(t)) cos(cos(t)) sen(t) + 2 cosh(sen(t)) senh(sen(t)) cos(t),

si hanno zeri per: t = 0,7/2,1,31/2,2m, ovvero in corrispondenza degli zeri delle funzioni sen(t) e cos(t), per
t€[0,27].
La derivata seconda

2

% |cos(2)|* = —2 cos®(cos(t)) sen?(t) + 2 sen®(cos(t)) sen?(t) + 2 sen(cos(t)) cos(cos(t)) cos(t)

+2senh?(sen(t))cos?(t) + 2 cosh?(sen(t)) cos?(t) — 2 cosh(sen(t)) senh(sen(t))sen(t),
=—2cos(2cos(t))sen?(t) + sen(2cos(t)) cos(t) + 2 cosh(2sen(t)) cos?(t) — senh(2sen(t))sen(t),
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Valutandola nei punti in cui si annulla la derivata prima si hanno

d? d?
— |cos(2))| =2+sen(2)>0, — |cos(2))| =—2—senh(2) <0.,
dt t=0,7,27 dt t=mn/2,31/2

Nei punti t = 0, 7t, 27t si hanno minimi locali e nei punti t = 7t/2,37/2 massimi locali. Poiché gli estremi dell’inter-
vallo [0,27] sono punti di minimo, questi ultimi e i massimi sono assoluti. I valori massimi del modulo sono uguali
e valgono:

|cos(2)|i=r/2 = }cos (ei”/2)| = |cos (i)| = |cosh (1)| = cosh(1) ~ 1,543,
| cos(2)li=3r/2 = }cos (e3i“/2)} = |cos(—i)| = |cos (i)| = |cosh (1)| = cosh(1) =~ 1,543.

Sulla circonferenza unitaria si ha
|g(2)] = | cos(z)| < cosh(1) <3 =|f(z)l, V,z:]z]=1,

vale, quindi, la condizione del teorema di Rouché.

Ne consegue che la funzione del problema $(z) ha nel disco unitario lo stesso numero di zeri della funzione
f(2) = 322, che & un polinomio di secondo grado avente uno zero doppio nell’origine, ovvero nel disco unitario. Uno

zero doppio, per definizione, ha molteplicita due, quindi la funzione completa $(z) ha due zeri nel disco unitario.
Abbiamo dimostrato quanto richiesto dal progetto.

QUARTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Si ottenga la matrice che, rispetto alla base ortonormale {|ek)}i=1 rappresenta l'operatore £¥, definito nello spazio
di Hilbert a cinque dimensioni Ws, tale che, per ogni vettore |x) € Ws, con

(Z(ekl) Ix) £0,

k=1

si abbia
. 5
Flx) =0, > le),
k=1

dove a, € C\{0} & uno scalare opportuno dipendente dal vettore |x).
Curiosita Il simbolo %:g‘ che indica l'operatore € quello ufficiale della California Academy of Science.

SOLUZIONE DEL QUARTO PROBLEMA

Loperatore £¥ si comporta come un proiettore nella direzione del vettore Zk:l lex) € Ws. Poiché non si hanno
condizioni sul parametro a,., I'operatore € proporzionale al proiettore

P=)(vl,

dove il vettore |v) di norma unitaria &

1 5
v) = ﬁ;m,

dove +/5 & la norma del vettore Zi:l lex). Infatti, per Portonormalita dei vettori della base, si ha

Z lex)
k=1

5 5 5
= Z(ejlek)z Zéiz le«/g.
k=1

k,j=1 k,j=1
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Le equazioni agli autovalori dell’operatore £¥ sono

%lbk>=ﬂk|bk>’ k€{1,2;3:455}:
gli insiemi {|bk)}2=1 e{ ﬁk}i:l sono rispettivamente quelli degli autovettori e degli autovalori corrispondenti. Essendo

proporzionale al proiettore P, possiamo definire I'operatore £¥ come

E=pP,
con p € C\{0}, ne consegue che ha gli stessi autovettori del proiettore e come autovalori quelli del proiettore
moltiplicati per la costante p. In uno spazio di Hilbert a N dimensioni, gli autovettori di un proiettore sono il
vettore che ne definisce la ’direzione’ di proiezione, che ha autovalore unitario, e I'insieme degli N — 1 vettori ad
esso ortogonali cha hanno lo zero come autovalore comune, che, nei casi con N > 2, & degenere con ordine di
degenerazione N —1> 1.
Nel caso del problema, si ha N = 5 > 2, 'autovettore con autovalore non nullo ¢ |v) e si ha

$5|v) = pblv) = plv),

quindi ha autovalore p # 0. Per altri quattro autovettori scegliamo un coppia di vettori mutuamente ortogonali ed
entrambi ortogonali al vettore |v). Li chiamiamo e definiamo come: |v;) = |v) e

Iv,) = le1) —les) )= les) — les) le1) + leg) + leg) + les) Ivg) = le1) + leg) —4les) + ley) + les) ‘

= |v3 =
V2 v2 2 ’ 25
La rappresentazione diagonale dell’operatore £, fatta rispetto alla base ortonormale dei sui autovettori &

3% & g%, = diag(p,0,0,0,0) .

|V4) =

La matrice diagonalizzante &

vi vy ovs o viovi 1/V5 1/v2 0 1/2  1/(2v5)
viovi v ovi v 1/V/5 —1/42 0 1/2  1/(2+/5)
U= vf vg vg’ vz v53 =| 1/45 0 0 0 —2/v/5 |,
vi vy v oviovd 1/4/5 0 1/v/2 —=1/2 1/(2v/5)
viovsovsovpovg 1/v/5 0 -1/¥2 -1/2 1/(2v5)

€ unitaria essendo i composta dalle componenti di vettori ortonormali. Si hanno le relazioni
$,=U3EU = ZE=U3g,U",

la secondo ¢ la matrice cercata. La calcoliamo

L 1L o0 § i L 1 1 1
5 2 25
e N B B B Y I T S
V5 V2 2 2v5 0O 00 0O V2 V2
- L 2 1 1
I A KRR RS I
1 1 1 1
%= 0 5 -3 = 5 00 00 1/2 1/2 0 —1/2 —1/2
L 0 1 _1 1 11 2 1 1
V5 V2 2 245 2V5 245 V5 2v5 2V5
1 1 1 1
- = 0 5 - 1 1 1 1 1
52 22 B VBB BS
VA A Y 0 0 0 0 0
=p| = 0 0 o0 -% 0o 0 0o 0 0 |,
1 1 1 1
£ 0 F 3 = 0 0 0 0 0
i g L _1 1 0 0 0 0 0
V5 V2 2 245
da cui I'espressione della matrice richiesta dal problema
1 1 1 11
11111
g=Cl 11111
>l 11111
1 1 1 11
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QUINTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 6/30)

Sia |a) autovettore con autovalore a non nullo dell’operatore l, definito nello spazio di Hilbert Ey;, con dimensione

N > 2. 1l proiettore Q, definito nello stesso spazio vettoriale, commuta con 'operatore l ed ¢ tale che
Qla) = lag) #10), |a) -

Ovvero, il vettore |a) non & né ortogonale né parallelo alla direzione di proiezione di Q.
Avvalendosi di queste informazioni, si dimostri che 'autovalore a & degenere e cioé che la sua molteplicita algebrica
¢ strettamente maggiore di uno.

Curiosita. U'immagine l, che indica l'operatore, ¢ il simbolo del grattacielo Seagram.
SOLUZIONE DEL QUINTO PROBLEMA
Indichiamo con |a, ) la componente di |a) perpendicolare alla componente |a,), nella direzione di proiezione di Q,
cioé
la;) =la) —lag) -
Segue che l'azione del proiettore su |a ;) da il vettore nullo, infatti
Qlai) = Q(|a) - |aQ>) = Q|a) _QIGQ) =10).
N ——
=lag) =lag)

Possiamo scrivere il vettore |a) come somma delle due componenti perpendicolari,

|a) = lag) +lay).

Consideriamo l'azione del commutatore [I,Q], che & nullo, sull’autovettore |a), si ha

A

- [l,é} 1) = D a1y =4 Ala) = Diag) = 2 0la) = Niag) — alag).
=lag) |a) T/)/
—GQ ala (1Q

segue che

i) = alay).

A

Anche il vettore |a,) ¢ autovettore dell'operatore l con lo stesso autovalore a dell’autovettore |a). Usando la
scomposizione |a) = |a,) + |a, ) e I'equazione agli autovalori, si ha

ala) = alag) + alas) = Moy = D (tag) +101)) = l|aQ diay) = atag) + Liay).

—alaQ)

dell’identita tra il secondo e l'ultimo membro si ottiene 'equazione agli autovalori

A

llai) =ala,).

Anche il vettore |a, ) ¢ autovettore rispetto allo stesso autovalore degli autovettori |a) e |a,). In particolare, gli auto-
vettori |a,) e |a, ), sono ortogonali, quindi linearmente indipendenti, e generano un sotto-spazio bidimensionale E,
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di Ey, E, C Ey i cui vettori sono autovettori relativi allo stesso autovalore a. Cid implica che la molteplicita geome-
trica m,(a) dell'autovalore a ¢ maggiore o uguale a due. La sua molteplicita algebrica, m,(a), quindi, verificando le
disuguaglianze: 1 < m,(a) <m,(a) <N, sara tale che

my(a) = my(a)=2.

Abbiamo dimostrato quanto richiesto dal problema, cioe: m,(a) > 1.

SESTO PROBLEMA (PUNTEGGIO MASSIMO: 5/30)

Si ottenga la funzione che ha la trasformata di Fourier della reciproca uguale al reciproco della trasformata di Fourier.
Ciog, detta W‘V(X) tale funzione, si deve avere

gk[#}:gk[w%]zngk[mr.

Curiositd. immagine W, che rappresenta la funzione cercata, ¢ il simbolo dell’Opera House.

SOLUZIONE DEL SESTO PROBLEMA

Possiamo usare il teorema della convoluzione per la funzione W‘v(x), da determinare, e la sua reciproca W‘V ),
si ha

7 [ WO Wy | = V277 [Wee] 7 W ],
da cui
| Z[ W] E [ W]

2r g lwwe] aandAdi

-1
7 W)=
Quindi, la funzione da trovare, dovrebbe verificare la condizione

Fi[Whe e |
V2n

=1,

cioe
-1
Zi [W‘V*W‘V ]= Var.
La distribuzione che ha trasformata di Fourier costante & la delta di Dirac 6(x), in particolare si ha
1

9k[5]=E-

Quindi stiamo cercando una funzione o una distribuzione W‘V(X), tale da avere convoluzione con la reciproca
uguale e 27-volte la delta di Dirac,

(Woe e ) 0 =27500).
Usando la definizione della convoluzione e la rappresentazione integrale della delta di Dirac, con anche la condizione
di parita,
oo

21 6(x) = f WP (x—y)WPe(y) ldy = J eFixu gy

—0Q
dovremmo cercare una funzione W‘V (x) tale che

V“'(X _y) — e:hixy .
W ()
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Proviamo f(x) = eix*/2 quindi f(x —y) = el /2 1a funzione integranda della convoluzione &

(W‘V*w‘v_l)(th

—0o0

o [ee) o0

9o .9 ) .
ely /2 ixy =iy dy:e ix /ZJ e lxydy

—00

ei(x—y)z/Ze—iyz/Zdy — e—ixz/zf

—0Q
= Zne_i"z/z(?(x).

. . . . . . . —ix2 .
Non si ottiene solo la delta con il coefficiente 277, ma anche il fattore esponenziale non costante e * /2. Possiamo

usare l'identita formale:

8(x)8(x —xp) = g(x0)6(x —x¢),

—ix2 .
*/2 i ha

(W‘V * w‘v_l) (x)= 2ne*i"2/25(x) =2mé(x).

conx,=0eg(x)=e

La funzione cercata e
W (x) =™/,
Verifichiamo, calcolando la trasformata di Fourier della reciproca
fo%e) ) oo
-1 2 1 -2 : elk /2
Z, [»' ]=g e X /2] — e X /2eflkxdx=
: g [ ] V2T ) _oo V2T )_oo

[ xk) e, k2 [ ()’
={u= = e du=2 e du,
V2 VT ) o Jr J,

e*i(x+k)2/2dx

nell'ultima identita abbiamo usato la parita della funzione integranda e abbiamo posto: iu? = (ﬁu) = (e‘”/ 4u) .

Alm(z)
2Qx

R Re(z)

—3SR

Calcoliamo l'integrale nel piano complesso usando il percorso chiuso che rappresenta la frontiera dello spicchio del
cerchio centrato nell’origine di raggio R > 0 e che sottende I’'angolo che va da —nt/4 a 0, ovvero, procedendo in senso
antiorario, I'ultimo ottante, lo spicchi e

Sg={z:2= rel,r €[0,R],0 € (—7/4,0)},

il percorso chiuse € quindi dSy ed & orientato positivamente, in senso antiorario. Per percorre il tratto della frontiera
appartenente all’asse reale da sinistra verso destra, integriamo su —dSy, rappresentato in blu scuro nella figura
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soprastante, e, nel limite di raggio divergente, si ha

R 0
0= lim f§ e dz = lim (f e ¥ dx + J e dy + e_i“/4j e_(eiﬂ/4e_in/4r)2dr)
k=00 J_as, k2o Jo ls|=R,arg(z)(~7/4,0) R
oo oo oo [ee]
= J e’ dx + lim J e dy — e_m/4f e dr = J e dy — e_i“/4j e dr
0 ’200 J b= arg(z)e(~n/4,0) 0 0 0

l'integrale completo e nullo per il teorema dei residui, infatti la funzione integranda non ha singolarita in Sz, per
ogni valore di R > 0. Lintegrale sull’arco & anch’esso nullo per il lemma di integrazione sugli archi, per z = Re'?, con
0 € (—m/4,0), si ha la limitazione

—iz?

2
e z| < eR sen(ZO)R — 0,

R—o00

poiché sen(26) < 0, V6O € (—n/4,0). Dall'identita della penultima equazione si ha

oo , ) 0 , e—irr/4 e , e—irr/4
f e dx=e_‘“/4f e T dr= f e dr= V.
0 0 2 —00 2

Quindi la trasformata di Fourier della reciproca ¢

eik2 /2

Tk [W‘V_l] =2 NG J (6™’ gy = e—in/4pik2/2 )
0

v

Quella funzione ¢, invece,

ix%/2 ix2/2 —ikx e—ik2/2 = i(x—k)?/2
Fi [W‘V] [ ] e dx = . e dx

V2r
—1k2/2 —ik?/2 [ )
{ —k } eivzdv — ze e_(e—ln/4v)2dv )
v
dove abbiamo posto: ivZ = —(v v) ( —in/4 ) Procediamo similmente al caso precedente, usando pero lo

spicchio Qp corrispondente al primo ottante,
Qr={z:2=re% r€[0,R],0 €(0,7/4)}.

Nel limite R — oo e percorrendo in senso positivo la frontiera dQy, rappresenta in blu nella figura della pagina
precedente,

R 0
0= lim § " dz = lim (f e’ dx +J e dz + ei“/4f e_(e_i”/4ei"/4’)2dr)
foee el oo 0 |z|=R,arg(z)€(0,7t/4) R
oo 0o oo oo
= f e dx + lim J % dz _eiﬂ/4J e dr = f e dyx _em/4J e dr,
0 R—00 |z|=R,arg(z)e(0,/4) 0 0 0

dove 'annullamento dell’integrale sull’arco segue da considerazioni analoghe a quelle del caso precedente. Segue

che
J‘X’ e dx = ei“/4Joo e dr = et foo e dr = et Vv,
0 0 2 ) o 2
quindi la trasformata di Fourier vale
e—ik2/2
7 [ W] =2

Si verifica direttamente che le due trasformate, questa e quella di Eq. (1), sono I'una la reciproca dell’altra, cioe

7o ] n[ove]

_(o—in/4,,)2 . 2
e (e v) dv :em/4e ik /2.

1
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